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$g\in G$ $G$ $L_{g};G\ni harrow gh\in G$ $R_{g}$
$L_{g}$ $h\in G$ $(L_{g})_{*h}$ : $T_{h}Garrow T_{gh}G$ ,
$L_{g*}\equiv(L_{g})_{*e}$ : $LieG=T_{e}Garrow T_{g}G$
$T_{g}^{*}G$ $g\in G$ $\alpha\in T_{g}^{*}G$ $\xi\in T_{g}G$
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$<\alpha,$ $\xi>$
$L_{g*}$ $L_{g}^{*}:T_{g}^{*}Garrow T_{e}^{*}G=(LieG)^{*}$
$<L_{g}^{*}\alpha,$ $\xi>=<\alpha,$ $L_{g*}\xi>$ , $\alpha\in T_{g}^{*}G,$ $\xi\in LieG$. $R_{g},$ $R_{g*},$ $R_{g}^{*}$
adjoint :
$Ad_{g}$ $=$ $R_{g}-\iota_{*}L_{g*}:LieGarrow^{L_{g*}}T_{g}GR_{g^{-1}arrow}LieG$
$Ad_{g}^{*}$ $=$ $L_{g}^{*}R_{g^{-1}}^{*}$ : $($ Lie $G)^{*}arrow(LieG)^{*}$ .
$<Ad_{g}^{*}\xi,$ $\eta>=<\xi,$ $Ad_{g}\eta>$
$\xi\in LieG$
$ad \xi=\frac{d}{dt}|_{t=0}Ad_{\exp t\xi}$ : Lie $Garrow LieG$
$ad\xi(\eta)=[\xi, \eta]$
$\xi\in LieG$ $($Lie $G)^{*}$ coadjoint ;
$ad^{*}\xi$ : $($Lie $G)^{*}arrow(LieG)^{*}$ ,
$<ad^{*}\xi(\alpha),$ $\eta>=<\alpha,$ $ad\xi(\eta)>$
$G$ riemannian metric $($ , $)=\{(, )_{h;}h\in G\}$ ,
$L_{g}$- ;
$(L_{g*}\xi, L_{g*}\eta)_{gh}=(\xi,\eta)_{h},\forall\xi,\eta\in T_{h}G$ ,
$G$ $($ , $)_{g}$ Lie $G$
2 $($ , $)=(,$ $)_{e}$
1. $A$ : Lie $Garrow(LieG)^{*}:<A\xi,$ $\eta>=(\xi, \eta)$





$([a, b], c)=(B(c, a), b)$ , $\forall b\in LieG$ .
inertia operator coadjoint
$B(c, a)=A^{-1}(ad^{*}a)(Ac)$ , (1)
$c$ $(B(c, a), b)$ :






$M=A_{g}\dot{g}$ : $g\in G$
(b)
$T_{g}G\ni\dot{g}\Rightarrow\omega_{c}=L_{9^{-1_{*}}}\dot{g}\in Lie$ $G$ :
(c)





















$(U, \varphi, (q^{1}, \cdots, q^{m}))$ , $g\in U\subset G$ $g= \exp_{e}(q)=\exp_{e}(\sum_{i=1}^{m}q^{i}\partial_{i})$ ,
$F$ $(\partial_{1}, \cdots, \partial_{m})$ $T_{e}G=LieG$ $\varphi(g)=(q^{1}, \cdots , q^{m})\in$
$R^{m}\simeq LieG$ :






$L_{\exp_{c}.q*} \xi=\xi+\frac{1}{2}[q, \xi]+O(q^{2})$ .
$\exp_{e}q\cdot\exp t\xi=\exp_{e}(q+t(\xi+\frac{1}{2}[q, \xi]+O(q^{2}))+O(t^{2}))$
$g(t)$ $tq;g(t)=\exp_{e}tq$ ,
$\omega_{c}=L_{g(t)^{-1_{*}}\dot{g}}$ $L_{\exp_{P}.(-tq)*}\dot{q}$ , Lemma
$\omega_{c}=\dot{q}-\frac{1}{2}[q,\dot{q}]+O(q^{2})\dot{q}$ (6)
EnergyE $= \frac{1}{2}(\omega_{c}, \omega_{\text{ }})$




$\dot{p}$ $=$ $\dot{\omega}_{c}-\frac{1}{2}B(\omega_{c},\dot{q})-\frac{1}{2}B(\dot{\omega}_{c}, q)+O(q)=\dot{\omega}_{c}-\frac{1}{2}B(\omega_{c},\dot{q})+O(q)$
$=$ $\dot{\omega}_{c}-\frac{1}{2}B(\omega_{c}, \omega_{c})+O(q)$
$\frac{\partial E}{\partial q}$ $=$ $- \frac{1}{2}\frac{\partial}{\partial q}((B(\dot{q}, q),\dot{q})+O(|q|^{2}))=\frac{1}{2}B(\dot{q},\dot{q})+O(q)$
$=$ $\frac{1}{2}B(\omega_{c},\omega_{c})+O(q)$




$D$ 3 $(M, (, )_{M})$ $SDiff(D)$ $D$
$SDiff(D)$
SVect$(D)=\{v$ : $D$ $divv=0,$ $(v,$ $n)_{M}=0,$ $\partial D$ $\}$ .




$D$ $g(t)$ : $Darrow D$
$0$ $t$
$g(t)\in SDiff(D)$ . $g(t)$
$\frac{1}{2}\int_{D}(v, v)_{M}$ dvol
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$-=-B(v, v)$ , $v\in SVect(D)$ . (8)
$u,$ $v,$ $w\in SVect(D)$
$([ u, v], w)=(rot(u\cross v), w)=(u\cross v$ , rot $w)=((rotw)\cross u, v)$
$\exists p$ ;
$B(w, u)=(rot w)$ $\cross u+gradp$ (9)
Eulrer-Arnold
$\frac{\partial}{\partial t}v=v\cross rotv$ –grad $p$ (10)
2 Arnold-Euler
$G$ : a compact Lie group with a G-invariant positive scalar product.
$(M, g)$ a riemannian manifold.
$\pi$ : $Parrow M$: a G-principal bundle with a connection $\omega$
$P\ni\forall p$ $M$ metric $g$ connection
$T_{p}P$ $=H_{p}P\oplus V_{p}P$ ; (11)
$H_{p}P$ $arrow^{\simeq}T_{\pi p}M$ , $V_{p}Parrow^{\simeq}$ Lie G. (12)
:
1. $a\in Lie$ $G,$ $p\in P$ $tarrow p\exp$ ta $P$ ( $\pi^{-1}(\pi p)$ )
$\exp_{p}a=p\exp a$ .
2. $x(s)$ $M$ $P$
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$Vect(P)=Vect(M)\oplus C^{\infty}$ ( $M$, Lie $G$)
$X\in Vect(P)$
$X=v^{h}+\xi$ ,
$v^{h}$ $v\in Vect(M)$ $\xi\in C^{\infty}$ ( $M$, Lie $G$).
$v^{h}$ $G$-
$[a, v^{h}]=0$ , $\forall a\in \mathcal{E}$ ( $M$ , Lie $G$). (13)
$\omega$ $\Omega=d\omega+\omega\wedge\omega$ $\Omega$ $P$ Lie $G$ 2-form
$\forall a\in C^{\infty}$ ( $M$ , Lie $G$) $\Omega(a, \cdot)=0$





$\exp_{p}$ : $T_{p}Parrow P$ $p\in P$ ; $T_{p}P\ni aarrow\exp_{p}a\in P$ ,
$J(p, a):d(\exp_{p})_{a}:T_{a}(T_{p}P)=T_{p}Parrow T_{p}P$
(11) $T_{m}M\oplus LieG$ $m=$
$\pi p\in M$ .
:. $J(p, a)$ $|$ $T_{m}M$ $T_{m}M$ Lie $G$ $LieG$
$J(p, a)|_{T_{m}M}$ $=$ $\frac{1-\exp[-\tau.(\Omega_{p}\cdot a)/2]}{\tau(\Omega_{p}a)/2}$ ,
$J(p, a)|_{LieG}$ $=$ $\frac{1-\exp[-ada]}{ada}$






$X\in End(T_{m}M)$ $j(X)= \det(\frac{\sinh X/2}{X/2})$
$d(\exp_{m}v^{h})=j(\tau(\Omega_{p}\cdot a))dv^{h}$




$X,$ $Y\in SVect(P)$ $B(X, Y)\in Vect(P)$ :
$(B(Z, X), Y)=([X, Y], Z)$ ,
$B(X, Y)=B^{h}(X, Y)+b(X, Y)\in Vect(M)\oplus \mathcal{E}$( $M$, Lie $G$ )
$B_{M}$ (u, v) (1) $M$ (9)
$(v^{h}, a)=0$ (13) :
1.












$=$ $B^{h}(x^{h}, x^{h})=B_{M}(x, x)$ , (15)








$\det_{LieG}(\frac{1-cxp[-ada]}{ada})=1$ $a\in C^{\infty}$ ( $M$ , Lie $G$ )
$P$ Lie $\mathcal{G}$ Chern-Simons
universal
$P\cross c\mathcal{A}arrow M\cross c\mathcal{A}/\mathcal{G}$
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